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Matrices de distancia

Sea G una grafica conexa con n vertices.

La distancia dg(u, v) entre los vertices u'y v es el nimero de aristas
en un camino minimo entre u y v.

La matriz de distancia D(G) de G es la matriz n X n cuya entrada
(u, v) es la distancia dg(u, v) entre los vertices u and v.
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Determinante de la matriz de distancia

Ron Graham L4szl6 Lovasz Henry O. Pollak

La celebrada férmula de Graham, Lovasz y Pollak nos dice que
det(D(Tpy1)) = (—1)"n2" 1

para cualquier arbol T, de n+ 1 vértices.
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La forma normal de Smith

Yaoping Hou Ching Wah Woo

Hou y Woo extendieron la férmula de Graham, Lovasz y Pollak
demostrando que

SNF(D(Tns1)) = lo @ 2ln_p @ (2n)

para cualquier arbol T,y de n+4 1 vértices.
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;. Qué es la forma normal de Smith?

Dos matrices M y N son equivalentes si existen matrices
unimodulares P y @ con entradas en Z tal que M = PNQ.

La forma normal de Smith de una matriz entera M, denotada por
SNF(M), es la dnica matriz diagonal diag(f,...,%,0,...,0)
equivalente a M tal que r = rango(M) y fi|f; para i < j.

Los factores invariantes (o divisores elementales) de M son los
enteros en la diagonal de la SNF(M).
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Una motivacion

Los 3-menores de la matriz de distancia de cualquier grafica bipartita
conexa son numeros pares.

El determinante de la matriz de distancia de cualquier grafica
bipartita conexa es un nidmero par.
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k-arboles

Un k-clique es una subgrafica completa de k vértices.

Un k-arbol se define recursivamente como una grafica completa con
k vértices, o como una grafica formada al agregar un nuevo vértice a
un k-arbol mas pequefio, de manera que, el nuevo vértice esté
conectado mediante k nuevas aristas a todos los vértices de un

k-clique existente en el k-arbol mas pequeno.
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Caminos y distancias en k-arboles

Sea T un k-arbol.

Para d € {1,..., k}, dos d-cliques 7y 7" en T son adyacentes si
pertenecen al mismo (d + 1)-clique o. En tal caso, 7y 7’ son
incidentes a o.

De esta forma, si 7y 7’/ son d-cliques, un d-camino entre 7y 7’ es
una secuencia finita o170 -7, donde T =711, T =7, Yy T Y Tiva
son incidentes al mismo (d + 1)-clique o;.

La d-ésima distancia entre los d-cliques 7 y 7/ es el nimero de

(d 4 1)-cliques en un d-camino minimo desde 7y 7/, y se denota por
distd(7, 7').

Note que existe un d-camino entre cualquier par de d-cliques en
cualquier k-arbol T.
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d-ésima matriz de distancia

Sea ¢y el nimero de d-cliques en T.

La d-ésima matriz de distancia DY(T) del k-arbol T es la matriz
de orden ¢4 X ¢4, indexada por los d-cliques de T, tal que

0e(7y,, = {° sii=j
" dist?(0j,0;) de otra forma.
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Primer matriz de distancia
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Note que DY(T) = D(T).
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Segunda matriz de distancia
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Resultados
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Bosquejo de la demostracion

0 1T lT e ].T

1 —Je—=le Ok - Ok
° Dk(Tn) ~ |1 0,k =l Ok

i Ol;,k 0’;7k T _Jk-_ Ik
® SNF(—Jk — Ix) = diag(L, ..., 1 k +1).

k nok !
* D¥(T,) ~ I(k—l)(”_k) © [ 1 diag(k +1,....k+1)|
o SNF |7 K v -
1 diag(k+1,....k+1)]

diag(1,1,k +1,... . k+ 1, k(k + 1)(n — k)).
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iSe podra obtener alguna formula para la forma normal de Smith de
las d-matrices de distancia de los k-arboles con d < k?
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