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Matrices de distancia

Definición

Sea G una gráfica conexa con n vertices.
La distancia dG (u, v) entre los vertices u y v es el número de aristas
en un camino ḿınimo entre u y v .
La matriz de distancia D(G ) de G es la matriz n × n cuya entrada
(u, v) es la distancia dG (u, v) entre los vertices u and v .

Ejemplo
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D(G ) =



0 1 2 3 4 5

0 0 1 1 2 1 2
1 1 0 2 1 1 2
2 1 2 0 1 2 1
3 2 1 1 0 2 1
4 1 1 2 2 0 1
5 2 2 1 1 1 0


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Determinante de la matriz de distancia

Ron Graham László Lovász Henry O. Pollak

La celebrada fórmula de Graham, Lovász y Pollak nos dice que

det(D(Tn+1)) = (−1)nn2n−1

para cualquier árbol Tn+1 de n + 1 vértices.
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La forma normal de Smith

Yaoping Hou Ching Wah Woo

Hou y Woo extendieron la fórmula de Graham, Lovász y Pollak
demostrando que

SNF(D(Tn+1)) = I2 ⊕ 2In−2 ⊕ (2n)

para cualquier árbol Tn+1 de n + 1 vértices.
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¿Qué es la forma normal de Smith?

Dos matrices M y N son equivalentes si existen matrices
unimodulares P y Q con entradas en Z tal que M = PNQ.

La forma normal de Smith de una matriz entera M, denotada por
SNF(M), es la única matriz diagonal diag(f1, . . . , fr , 0, . . . , 0)
equivalente a M tal que r = rango(M) y fi |fj para i < j .

Los factores invariantes (o divisores elementales) de M son los
enteros en la diagonal de la SNF(M).
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Una motivación

Teorema (A. Hoekstra-Mendoza, Serrano & Villagrán, 2025)

Los 3-menores de la matriz de distancia de cualquier gráfica bipartita
conexa son números pares.

Corolario

El determinante de la matriz de distancia de cualquier gráfica
bipartita conexa es un número par.
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k-árboles

Un k-clique es una subgráfica completa de k vértices.

Un k-árbol se define recursivamente como una gráfica completa con
k vértices, o como una gráfica formada al agregar un nuevo vértice a
un k-árbol más pequeño, de manera que, el nuevo vértice esté
conectado mediante k nuevas aristas a todos los vértices de un
k-clique existente en el k-árbol más pequeño.

v0

v1

v2
v3

v4

v5

v0

v1

v2
v3

v4

v5

Carlos A. Alfaro (Banxico) 7 / 15



Caminos y distancias en k-árboles

Sea T un k-árbol.

Para d ∈ {1, . . . , k}, dos d-cliques τ y τ ′ en T son adyacentes si
pertenecen al mismo (d + 1)-clique σ. En tal caso, τ y τ ′ son
incidentes a σ.

De esta forma, si τ y τ ′ son d-cliques, un d-camino entre τ y τ ′ es
una secuencia finita τ1σ1τ2σ2 · · · τl , donde τ = τ1, τ

′ = τl , y τi y τi+1

son incidentes al mismo (d + 1)-clique σi .

La d-ésima distancia entre los d-cliques τ y τ ′ es el número de
(d + 1)-cliques en un d-camino ḿınimo desde τ y τ ′, y se denota por
distd(τ, τ ′).

Note que existe un d-camino entre cualquier par de d-cliques en
cualquier k-árbol T .
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d-ésima matriz de distancia

Sea cd el número de d-cliques en T .

La d-ésima matriz de distancia Dd(T ) del k-árbol T es la matriz
de orden cd × cd , indexada por los d-cliques de T , tal que

Dd(T )i ,j =

{
0 si i = j

distd(σi , σj) de otra forma.
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Primer matriz de distancia
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D1(T ) =



0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 1 1 1
1 1 0 2 1 2 2
2 2 2 0 1 2 1
3 1 1 1 0 1 1
4 1 2 2 1 0 2
5 1 2 1 1 2 0


Note que D1(T ) = D(T ).
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Segunda matriz de distancia
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D2(T ) =



01 03 04 05 13 23 25 34 35

01 0 1 2 2 1 3 3 2 2
03 1 0 1 1 1 2 2 1 1
04 2 1 0 2 2 3 3 1 2
05 2 1 2 0 2 2 2 2 1
13 1 1 2 2 0 3 3 2 2
23 3 2 3 2 3 0 1 3 1
25 3 2 3 2 3 1 0 3 1
34 2 1 1 2 2 3 3 0 2
35 2 1 2 1 2 1 1 2 0


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Resultados

Teorema (Alfaro-Medrano-Téllez,2026)

Sea k ≥ 1 y n ≥ k + 2. Para cualquier k-árbol Tn con n vértices,
tenemos

SNF(Dk(Tn)) = I(k−1)(n−k)+2 ⊕ (k + 1)In−k−2 ⊕ [k(k + 1)(n − k)].

Corolario (Alfaro-Medrano-Téllez,2026)

det(Dk(Tn)) = (−1)k(n−k)k(k + 1)n−k−1(n − k).
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Bosquejo de la demostración

• Dk(Tn) ∼


0 1T 1T · · · 1T

1 −Jk − Ik 0k,k · · · 0k,k

1 0k,k −Jk − Ik · · · 0k,k

...
...

...
. . .

...
1 0k,k 0k,k · · · −Jk − Ik

 .

• SNF(−Jk − Ik) = diag(1, . . . , 1, k + 1).

• Dk(Tn) ∼ I(k−1)(n−k) ⊕
[
n − k 1T

1 diag(k + 1, . . . , k + 1)

]
.

• SNF

[
n − k 1T

1 diag(k + 1, . . . , k + 1)

]
=

diag(1, 1, k + 1, . . . , k + 1, k(k + 1)(n − k)).
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¿Se podrá obtener alguna formula para la forma normal de Smith de
las d-matrices de distancia de los k-árboles con d < k?
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